MAHTAVAA ' Maunulan yvhteiskoulu HARPP|
MATEMAT”KKAA ELSINGI ATEM KALUKIO erava karki, laaja sade

Topologiaa muovailuvahalla
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https://youtu.be/ujaXmyvvsDO

Tutkitaan erilaisia kappaleita kuten muovailuvahasta tehtya “palloa” ja “donitsia”. Keskeisena kysymyksena
on se, mika tekee niiden muodoista keskeisella tavalla erilaisia?

Siind missa geometria lahestyy kuvioita ja kappaleita jollakin tavalla mittaamisen ja siihen liittyvan
laskemisen nakdkulmasta, topologiaksi kutsuttu matematiikan osa-alue on kiinnostunut rakenteista ja
muodoista hieman yleisemmalla tasolla.

Topologiassa keskenddn “samanlaisia” pintoja kutsutaan homeomorfisiksi keskendéiéin, miké
tarkoittaa sitd, ettd niiden vdlilld on olemassa homeomorfismiksi kutsuttu kuvaus. Homeomorfismia
voidaan ajatella kutakuinkin sellaisena operaationa, joka voi venyttdd ja taivuttaa pintoja, mutta ei
repid eikd yhdistdd sen osia. Tdtd havainnollistavat muovailuvahalla tehdyt litistykset, painelut ja
venytykset.

Kuinka “pallon” ja “donitsin” erilaisuutta sitten voidaan oikein tutkia? Topologiassa kiinnostuksen kohteena
ovat niiden “kuoret” eli pinnat (donitsin pintaa kuvaa matematiikan kasite torus). Pinnan ominaisuuksia
voidaan tiettyyn pisteeseen asti havainnollistaa leikkelemalla kappaleita, kuten videolla tehtiin.

Piirretdan ensin pallon pinnalle silmukka eli viiva, jonka alku- ja loppupiste ovat samat) ja leikataan se sita
pitkin. Huomataan, etta syntyy kaksi erillistd palaa (eli kappale ei ole enda yhtendinen). Tama tapahtuu
kaikilla pallon pinnalle tehdyilla silmukoilla (kokeile, jos et usko!).

Kokeillaan seuraavaksi samaa torus-pinnalla (eli “donitsilla”). Huomataan, ettd joskus syntyy kaksi erillista
palaa, joskus kappale pysyy yhtendisena. Jos kappale on toimenpiteen jdlkeen edelleen yhtendinen, se on
nyt “samanlainen” eli homeomorfinen pallon kanssa. Eli toimenpide voidaan suorittaa donitsille tasan
kerran.



1. Mitka kuva esineista kdyttaytyvat samalla tavalla kuin pallo ja mitka samalla tavalla kuin torus, jos
niiden pintaan piirtaa silmukan ja leikkaa sita pitkin?
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Toisin sanoen: Mitka kuvan esineistd ovat homeomorfisia pallon kanssa? Enta mitka ovat
homeomorfisia donitsin kanssa?

2. Onko olemassa kappaleita, joille kuvattu silmukan leikkaaminen voidaan suorittaa kaksi kertaa tai
useammin kappaleen sdilyessa silti yhtendisena? Miten kuvailisit sellaisia kappaleita? Onko ylla
olevassa kuvassa tallaisia esineita?

3. Kuten ylla kerrottiin, topologiassa pallon ja donitsin keskeinen ero koskee niiden pintaa. Pinnalle
piirrettavia silmukoita voi tutkia myos leikkaamatta kappaleita, esimerkiksi kuminauhojen avulla.
Jos asetat kuminauhan pallopinnalle, voit liikuttaa kuminauhaa miten pain tahansa pallon pinnalla
irrottamatta kuminauhaa. Tassa mielessa kaikki pallopinnan silmukat ovat samanlaisia. Kuinka kay
toruksen tapauksessa?

4. Kolmas tapa ajatella pallon ja toruksen eroa on piirtda pinnalle suljettu lenkki, ja ruveta sitten
varittamaan kappaletta lenkin toiselta puolelta. Miten kay, kun varitysta jatkaa kaikkialle, minne
ulottuu kulkematta lenkin yli? Tuleeko koko pinta varitetyksi vai vain osa? Mika ero pallolla ja
toruksella on tassa?

5. Ota selvaa, mita tarkoittaa toruksen genus.



